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Leonhard Euler
Euleralgebra, Eulerhoek, Eulerassen, Eulerbalk, Eulercyclus, Eulerdiagram, Euler
differentiaalvergelijking, Eulerconstante, identiteit van Euler, Eulerlijn,
Euler-Mascheroni constante, getal van Euler, Eulerpolynomen, veelvlakformule van
Euler, Eulerproduct, rotatievergelijkingen van Euler, Eulerspiraal, Eulersubstitutie,
Eulersom, Eulertransformatie, Eulerkenmerk, Eulerfunctie, Eulerpad, Eulerkring,
Eulerhoeken, Eulervergelijkingen van de stromingsleer, Euler-Lagrangevergelijking,
Euler-Maclaurinformule, Euler-Cauchyvergelijking, Euler-Bernoullivergelijking,
Euler-Poissonvergelijking, Euler-Poincaré-karakteristiek, Euler-Riemann zètafunctie,
de gammafunctie van Euler, Eulergetallen, Eulerintegralen, Eulerse somformule,
Eulerse raaklijngetallen (tangent numbers), Eulerse zigzaggetallen, Eulerbalk,
Eulerdriehoek, Eulercirkel, Eulerkoorde, Eulerraaklijn, Eulerkegel, Eulerse kritische
knikbelasting, methode van Euler voor het numeriek oplossen van een eerste orde
differentiaalvergelijking,...
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Goed om weten
• François Arago: Hij rekende zonder enige zichtbare inspanning, net zoals mensen

ademen, of zoals arenden zich in de lucht houden.
• François Arago: Euler, de man die men zonder metafoor, en zeker zonder

hyperbool, de vleesgeworden analyse zou kunnen noemen.
• Leonhard Euler, nadat hij bijna volledig blind was geworden: Nu heb ik minder

afleiding.
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Het probleem
Een reeks u1 +u2 +u3 + . . .+un︸ ︷︷ ︸

sn

+ . . . convergeert ⇔ lim
n→∞

sn = bestaat + is eindig.

Deze limiet wordt de som van de reeks genoemd, notatie:
s = u1 +u2 +u3 + . . .+un + . . .

1350 Nicole Oresme bewijst dat de harmonische reeks:

1+ 1
2 + 1

3 + 1
4 + . . .+ 1

n + . . .

divergeert.
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Het probleem
Een reeks u1 +u2 +u3 + . . .+un︸ ︷︷ ︸

sn

+ . . . convergeert ⇔ lim
n→∞

sn = bestaat + is eindig.

Deze limiet wordt de som van de reeks genoemd, notatie:
s = u1 +u2 +u3 + . . .+un + . . .

1650 Pietro Mengoli herontdekt de harmonische reeks en geeft een nieuw
bewijs van de divergentie.
Hij ontdekt de telescopische reeksen:

1 = 1
1·2 + 1

2·3 + 1
3·4 + . . .+ 1

n·(n +1) + . . .

. . . en stoot op een probleem op p. 11 in zijn boek Novae quadraturae
arithmeticae seu de additione fractionum.
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Het probleem

Of, vrij vertaald: Na mijn onderzoek van de vorige breukenreeks ging ik verder met
een nieuwe uitdaging: de reeks waarvan de termen de reciproken van de kwadraten
zijn. Die zoektocht heeft al mooie vondsten opgeleverd, maar het grootste geheim is
nog niet onthuld. Om de precieze som van de reeks te bepalen, is nog een scherper
inzicht vereist.

Hij heeft het dus over de reeks:

1+ 1
22 + 1

32 + 1
42 + . . .+ 1

n2 + . . .
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Het probleem
Na mijn onderzoek van de vorige breukenreeks ging ik verder met een nieuwe
uitdaging: de reeks waarvan de termen de reciproken van de kwadraten zijn. Die
zoektocht heeft al mooie vondsten opgeleverd, maar het grootste geheim is nog niet
onthuld. Om de precieze som van de reeks te bepalen, is nog een scherper inzicht
vereist.

Mengoli heeft het dus over de reeks:

1+ 1
22 + 1

32 + 1
42 + . . .+ 1

n2 + . . .
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Over deze reeks
De reeks

sn︷ ︸︸ ︷
1+ 1

22 + 1
32 + 1

42 + . . .+ 1
n2 +

rn︷ ︸︸ ︷
1

(n +1)2 + 1
(n +2)2 + 1

(n +3)2 + . . .

convergeert. Voor deze reeks geldt (via het integraalkenmerk):
∞∫

n+1

1
x2 dx ≤ rn ≤

∞∫
n

1
x2 dx

Hiermee kan je de fout schatten als je de som benadert door een aantal termen.

n = 10, fout ≈ 0.1 || n = 100, fout ≈ 0.01 || n = 1000, fout ≈ 0.001
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Beschikbare rekenmiddelen
Dus 1000 termen geeft een fout van ongeveer 0.001.

logaritmen? Niet ideaal want het is een som.
rekenmachines? Rond 1700 waren er de Pascaline en de Leibnizmachine, niet ideaal.

⇒ handmatig of via wiskundige technieken.
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De prehistorie van het Bazel-probleem
1650 Pietro Mengoli

Wat is de som 1 + 1
4 + 1

9 + 1
16 + . . .?

(...ingenij ditioris postulat adminiculum)

1673 Gottfried Leibniz
At vero hujus seriei in infinitum productae 1 1

4
1
9

1
16

etc. summam nondum fateor reperi; sed et necdum in-
quirendi satis diligenter, otium habui.

“Bazel” 1689 Jakob Bernoulli

< 2, ... tamen finita esse, ex altera, qua manifesto mi-
nor est, colligimus: Si quis inveniat nobisque commu-
nicet, quod industriam nostram elusit hactenus, magnas
de nobis gratias feret.

1691 Johann Bernoulli
... ie voy déja la route de trouver la somme de cette
rangee 1

1
+ 1

4
+ 1

9
+ 1

16
& ce que nous ne pouvions pas

autrefois;

1728 Daniel Bernoulli ... elle est fort à peu près égale à 8
5

1729 Christian Goldbach tussen 41423
25200 = 1.6437 . . . en 76997

46800 = 1.6452 . . .

1730 James Stirling 1.6449340668482264(3)

1731 Leonhard Euler 1.644934

1733 Leonhard Euler 1.64493406684822643647

1735 Leonhard Euler
π2

6
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Het bewijs van Euler van 1734-1735

Eerst dit.
Heb je een polynoom in x van graad 2 met
2 nulpunten x1 en x2 en constante term 1,
dan is dit de ontbinding in factoren ervan:

1+bx +ax2 =
(

1− x
x1

)
·
(

1− x
x2

)
Dat is ook zo voor hogere graad met con-
stante term 1.
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Het bewijs van Euler van 1734-1735∗

Euler vertrekt van de reeksontwikkeling voor de sinusfunctie, al lang gekend:

sinx = x − 1
3!x

3 + 1
5!x

5 − 1
7!x

7 + 1
9!x

9 − . . .

Hieruit volgt:
sinx

x = 1− 1
3!x

2 + 1
5!x

4 − 1
7!x

6 + 1
9!x

8 − . . .

In het rechterlid staat een ietwat fors uitgevallen polynoom in x met constante term
1, en deze heeft natuurlijk als nulpunten (kijk naar het linkerlid!):

x = ±π,x = ±2π,x = ±3π, . . .

∗De summis serierum reciprocarum, Commentarii academiae
scientiarum Petropolitanae, Volume 7, pp. 123-134 (1741)

34



Het bewijs van Euler van 1734-1735
Omdat

x = ±π,x = ±2π,x = ±3π, . . .

de nulpunten zijn van

1− 1
3!x

2 + 1
5!x

4 − 1
7!x

6 + 1
9!x

8 − . . .

kunnen we ontbinden in factoren:

1− 1
3!x

2 + 1
5!x

4 − 1
7!x

6 + 1
9!x

8 − . . .

=
(

1− x
π

)(
1− x

−π

)(
1− x

2π

)(
1− x

−2π

)(
1− x

3π

)(
1− x

−3π

)
· · ·
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Het bewijs van Euler van 1734-1735
Omdat

x = ±π,x = ±2π,x = ±3π, . . .

de nulpunten zijn van

1− 1
3!x

2 + 1
5!x

4 − 1
7!x

6 + 1
9!x

8 − . . .

kunnen we ontbinden in factoren:

1− 1
3!x

2 + 1
5!x

4 − 1
7!x

6 + 1
9!x

8 − . . .

=
(

1− x
π

)(
1− x

−π

)
︸ ︷︷ ︸

(
1− x

2π

)(
1− x

−2π

)
︸ ︷︷ ︸

(
1− x

3π

)(
1− x

−3π

)
︸ ︷︷ ︸ · · ·
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Het bewijs van Euler van 1734-1735
Of nog

1− 1
3!x

2 + 1
5!x

4 − 1
7!x

6 + 1
9!x

8 − . . . =
(

1− x2

π2

)(
1− x2

4π2

)(
1− x2

9π2

)
· · ·

Laten we die haken nu even uitwerken, dan moeten we natuurlijk uitkomen op links...
De haken uitwerken is een gedoe, je hebt iets van de volgende vorm maar dan met
oneindig veel factoren:

(a +b1)(a +b2)(a +b3) = aaa +aa (b1 +b2 +b3)+a (b1b2 +b1b3 +b2b3)+ . . .

De a’s zijn gelijk aan 1 in dit geval. En de eerste twee termen worden dan in ons
geval:

1+1·
(
− x2

π2 −
x2

4π2 −
x2

9π2 −
x2

16π2 − . . .

)
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Het bewijs van Euler van 1734-1735

1− 1
3!x

2 + 1
5!x

4 − 1
7!x

6 + 1
9!x

8 − . . . =
(

1− x2

π2

)(
1− x2

4π2

)(
1− x2

9π2

)
· · ·

Met als eerste twee termen in de uitwerking van het rechterlid:

1+
(
− x2

π2 −
x2

4π2 −
x2

9π2 −
x2

16π2 − . . .

)
= 1+

(
− 1

π2 −
1

4π2 −
1

9π2 −
1

16π2 − . . .

)
x2

. . . en de ‘volgende term’ in de uitwerking bevat een factor x4.
Maar als twee polynomen aan elkaar gelijk zijn, dan zijn de coëfficiënten van de
overeenkomstige machten van x aan elkaar gelijk!
Dus:

−1
6 = − 1

π2 −
1

4π2 −
1

9π2 −
1

16π2 − . . .
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Het vervolg
Johann Bernoulli, 2 april 1737, aan Leonhard Euler:

Ik heb de som gevonden van de reeks van de omgekeerden van de kwadraten
van de natuurlijke getallen!

Leonhard Euler, 27 augustus 1737, aan Johann Bernoulli:

Maar je geeft hier het bewijs dat ik je gestuurd heb!
Maar blijkbaar had Euler al door dat de bewijsvoering niet echt strikt was, want in
diezelfde brief geeft Euler een heel ander bewijs.
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Het bewijs van Euler van 1734-1735: kritiek
Johann Bernoulli, 6 november 1737:

... volebam enim facere argumentum ad hominem contra eum, qui vellet con-
cludere in serie sinuum ex arcubus cognoscendorum

x − 1
2.3x3 + 1

2.3.4.5x5 − 1
2.3.4.5.6.7x7 +&c

contineri præcise et necessario omnes arcus possibiles eidem sinui respondentes,
nullosque alios nec imaginarios nec peregrinos;
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Het bewijs van Euler van 1734-1735: kritiek
Daniel Bernoulli, 20 september 1741:

Es dünkt mich, dass wenn man eine Aequation in seriem resolvire, dieselbe
aequatio per series nicht mehr propria sey noch eben die proprietates habe, als
die aequationes algebraicae, in quibus coefficiens secundi termini est summa
radicum; solches könnte ich mit gar vielen Argumenten beweisen.
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Het bewijs van Euler van 1734-1735: kritiek
Niklaus Bernoulli, 13 juli 1742:

Quamquam autem, ut recte dicis, hic sinus sit productum horum factorum

s
(

1− ss
ππ

)(
1− ss

4ππ

)(
1− ss

9ππ

)
etc.

et singula quadrata ss = 0, ππ, 4ππ, 9ππ, etc. ita ut aequatio praedicta nullas habeat
radices imaginarias, non tamen puto ex hoc solo legitime concludi posse, summam
omnium 1

ss excepto 1
0 , h.e. 1

ππ
, 1

4ππ
, 1

9ππ
, etc. esse 1

6 , negativae coefficienti secundi
termini in hac infinita aequatione 0 = 1− ss

6 + s4

120 −etc. nisi simul demonstretur, seriem

s − s3

6 + s5

120 − etc.

esse convergentem et exacte dare sinum arcus s, quicunque valor assignetur ipsi s;
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Het bewijs van Euler van 1737†

arcsinx = x + 1
6x3 + 3

40x5 + 5
112x7 + 35

1152x9 + . . .

⇒ arcsinx√
1− x2

= x√
1− x2

+ 1
6

x3
√

1− x2
+ 3

40
x5

√
1− x2

+ 5
112

x7
√

1− x2
+ 35

1152
x9

√
1− x2

+. . .

Term per term integreren tussen 0 en 1 geeft:

• voor het linkerlid 1
2(arcsin1)2 = π2

8 ;

• voor het rechterlid 1+ 1
9 + 1

25 + 1
49 + 1

81 + . . .

†Démonstration de la somme de cette suite 1 + 1/4 + 1/9 + 1/16 + ..., Journal litteraire
d’Allemagne, de Suisse et du Nord, Volume 2, Den Haag, pp. 115-127 (1743)
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Het bewijs van Euler van 1737
Dus

1+ 1
9 + 1

25 + 1
49 + 1

81 + . . . = π2

8
Het resultaat volgt dan uit:

s = 1+ 1
4 + 1

9 + 1
16 + 1

25 + 1
36 + 1

49 + 1
64 + 1

81 + . . .

= 1+ 1
4 + 1

9 + 1
4·1

4 + 1
25 + 1

4·1
9 + 1

49 + 1
4· 1

16 + 1
81 + . . .

= 1+ 1
9 + 1

25 + 1
49 + 1

81 + . . .+ 1
4

(
1+ 1

4 + 1
9 + 1

16 + . . .

)
= π2

8 + 1
4s =⇒ 3

4s = π2

8
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Verwante reeksen
Dit bewijs zit wiskundig beter in elkaar, maar heeft niet de voordelen van het vorige.
Dat had als onmiddellijk gevolg:

1+ 1
24 + 1

34 + 1
44 + 1

54 + . . . = π4

90

1+ 1
26 + 1

36 + 1
46 + 1

56 + . . . = π6

945

1+ 1
28 + 1

38 + 1
48 + 1

58 + . . . = π8

9450

1+ 1
210 + 1

310 + 1
410 + 1

510 + . . . = π10

93555

⇒

1− 1
24 + 1

34 −
1
44 + . . . = 7π4

720

1− 1
26 + 1

36 −
1
46 + . . . = 31π6

30240

1− 1
28 + 1

38 −
1
48 + . . . = 127π8

1209600

1− 1
210 + 1

310 −
1

410 + . . . = 73π10

6842880

enz. (gebruikmakend van de elementaire symmetrische functies).
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Bewijzen door Euler
1735 – 1735 – 1737 – 1738 – 1742 – 1743 – 1748 – 1752 – ?
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Belang
De Riemann-zeta functie, van Euler:

ζ (s) = 1+ 1
2s + 1

3s + 1
4s + . . .+ 1

ns + . . .

ζ (3)?

Constante van Apéry: 1979 −→ irrationaal.
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Toch een telescopisch bewijs (David Benko 2017)
Voor m oneven hebben we met partiële integratie:

π∫
0

x cosmx dx = − 2
m2 .

Maar 2sin x
2 cosmx = sin(2m+1

2 x)− sin(2m−1
2 x) (Simpson). Dus:

1
m2 =

π∫
0

x
4sin x

2
sin(2m−1

2 x)dx−
π∫

0

x
4sin x

2
sin(2m+1

2 x)dx (2de term→ 0 voor m → ∞)

Optellen! Denk eraan, m oneven:

⇒
∞

∑
n=1

1
(2n−1)2 = π2

8
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