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Inhoud workshop

* Doel en aanpak
* Literatuur

* Aan de slag

* Discussie
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Doel en aanpak

Doel:
. samenhang bevorderen

- succesvolle aanpakken (leerlijn) om redeneren met formules in VO te
bevorderen (focus dus niet modelleren en rekenen)

Uitgangspunt: gegeven aparte wi en na lessen

Wat gedaan:

. Identificeren probleem en Interviews eerstejaars wiskunde docenten HO
. Literatuurstudie

. Workshops WND, NWD, Studiedag NVvW

. Interactieve aanpak (steeds feedback ophalen)
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Stand van zaken
Grote verschillen tussen wiskunde, natuurkunde, scheikunde, biologie m.b.t. omgang met
formules (zie o.a. syllabi)

Recent onderzoek onder dertig universitaire docenten van beta-opleidingen
(https://www.nvvw.nl/wp-content/uploads/2024/06/verslag-interviews-HO-docenten-2024.pdf)

Aankomende studenten

- zien formules vaak louter als rekentuig en niet als beschrijving van relaties tussen
variabelen

- hebben moeite met interpreteren van formules, zowel in wiskundige als in
natuurwetenschappelijke context

- suggestie van docenten: besteed meer aandacht aan doorzien van structuur van
formules, globale verloop van grafieken en kenmerken van functies-

- M.b.t. andere natuurwetenschappen: het lijkt dat eerstejaars biologie, scheikunde,
farmacie, aardwetenschappen, enz. vooraf geen goed beeld hebben van de rol die
wiskunde speelt in hun gekozen studie (hoeveel wiskunde en welke wiskunde)

Classified as Internal | Intern


https://www.nvvw.nl/wp-content/uploads/2024/06/verslag-interviews-HO-docenten-2024.pdf
https://www.nvvw.nl/wp-content/uploads/2024/06/verslag-interviews-HO-docenten-2024.pdf
https://www.nvvw.nl/wp-content/uploads/2024/06/verslag-interviews-HO-docenten-2024.pdf
https://www.nvvw.nl/wp-content/uploads/2024/06/verslag-interviews-HO-docenten-2024.pdf
https://www.nvvw.nl/wp-content/uploads/2024/06/verslag-interviews-HO-docenten-2024.pdf
https://www.nvvw.nl/wp-content/uploads/2024/06/verslag-interviews-HO-docenten-2024.pdf
https://www.nvvw.nl/wp-content/uploads/2024/06/verslag-interviews-HO-docenten-2024.pdf
https://www.nvvw.nl/wp-content/uploads/2024/06/verslag-interviews-HO-docenten-2024.pdf
https://www.nvvw.nl/wp-content/uploads/2024/06/verslag-interviews-HO-docenten-2024.pdf
https://www.nvvw.nl/wp-content/uploads/2024/06/verslag-interviews-HO-docenten-2024.pdf
https://www.nvvw.nl/wp-content/uploads/2024/06/verslag-interviews-HO-docenten-2024.pdf

Opvallende verschillen
a. In natuurkunde formules variabelen een specifieke

betekenis in reéle context; bij wiskunde veel contextloze

ax?-2

opgaven. Bijv. VWO wB 2024-1 Gegeven f,(x) = — 0
b. Notaties: bij natuurkunde grootheden aanduiden
met vakspecifieke letters; bij wiskunde hebben de
letters vaak geen vaste betekenis maar vrij ad hoc
toegekend, bijv. V kan verwijzen naar snelheid,
lengteverschil en vloeroppervlak

c. Eenheden: bij natuurkunde zijn variabelen
grootheden, parameters, constanten met bijpassende
eenheden; bij toegepaste wiskunde hebben variabelen

eenheden maar parameters meestal niet.

2
Zie bijv. VWO wB 2024-1: F = 2= (1 +2%) met F de

benodigde kracht (in kN/m), R een constante die afhangt van
het soort metaal, d de dikte van het metaal (in mm), V de
breedte van de opening van de matrijs (in mm).
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d. Formules die gebaseerd zijn op fysisch onderzoek
kennen randvoorwaarden waarbinnen de formule
geldig is; bij wiskunde is hiervoor nauwelijks aandacht

e. Formules bij natuurkunde omvatten vaak meer dan
twee variabelen en de experimentele situatie bepaalt
wat de afhankelijke en onafhankelijke variabelen zijn;
bij wiskunde is het aantal onafhankelijke variabelen
vaak beperkt

Bijv. Fip, =412 mr/T?

f. Bij natuurkunde formules van verschillende aard:
definitie, experimenteel verband, wet, model

g. Bij natuurkunde beperkt aantal typen formules (veel
evenredigheden); bij wiskunde generalisaties in functie
families en meer complexere samenstellingen

h. Bij natuurkunde: meer gebruik van speciale typen
symbolen (A, indices, griekse letters).



Literatuur

* Wiskunde in wiskunde is niet wiskunde in natuurkunde
* Interpreteren formules

* Symbolic forms en Grundvorstellungen

e Bevragen formules
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Wiskunde = Wiskunde maar Math in Math # Math in Science

Formules vanuit wiskundig en natuurkundig perspectief (Redish & Kuo, 2015)

voorbeeld: vy = vy + at

vanuit wiskundig oogpunt

* |lineair verband

* v; bereken je via a keer t plus
Vo

* tis onafhankelijke variabele en
v; de afhankelijke variabele

* Vg, is snijpunt met y-as en a de
helling (beide constant)

 grafiek rechte lijn

vanuit natuurkundig oogpunt

een beweging met constante versnelling;
dus snelheid neemt gelijkmatig toe

versnelling positief dan snelheid groter,
versnelling negatief dan v kleiner

basis + verandering (basis v, en versnelling
geeft de verandering van snelheid per sec)

eenheden in formule interpreteren en
controleren

Beide perspectieven van belang en samenbrengen
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Interpreteren van formules bij
natuurkunde (contexten): “je
begrijpt pas een formule als je het

in eigen woorden kunt vertellen”
(Geyer/Kuske-Janssen, 2019)

Classified as Internal | Intern

Natuurweten
schappen

m
| Formule p = 7

IA Woord formule:
dichtheid p

massa im

volume V

IIB Herkennen structuur:

Vorm:
a
y=a-xeny=;

drijven

apunsIM



Formules linken aan context:
Sherin (2001): symbolic forms zijn symbolische templates om fysisch idee te beschrijven

E.g. base + change met template [.... £A],inh = aT + b or v(t) = v(0) + at

Meijer & Marohn (2024): Grundvorstellung is een fundamenteel idea van concept beschreven
met representaties en alledaagse taal

m
Eg. GVp = 7
p is breuk of deling (m door V);‘massa verdeeld over volume’; ‘massa per volume-eenheid’;
p eigenschap stof; ‘verhouding massa en volume’; ‘massa is evenredig met volume’;

evenredigheidsconstante (V keer p geeft m)
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Formule bevragen (romer, 1993)
Als een kogel door een kanon afgeschoten wordt, kun je in een versimpeld model de
baan van de kogel beschrijven met de onderstaande formule:
o 2v8sin(0)cos(0)
g

Hierin is:
- R het horizontale bereik van de kogel in m, Vo
- 0 de hoek waaronder de kogel afgeschoten wordt in radialen, 8

- v, de beginsnelheid van de kogel in Zen
S

04

. .. m
- g de zwaartekrachtsversnelling in —.
S

Welke vragen zouden leerlingen zich moeten stellen? Overgenomen uit Romer (1393).

a. Wat is betekenis van gebruikte symbolen; welke grootheden vertegenwoordigen ze?

b. Wat is aard van formule? (definitie, experimenteel, wet)
Hoe verandert afhankelijke variabele als een van de onafhankelijke variabelen groter of kleiner
wordt? Wat gebeurt er in grensgevallen?

d. Welke benaderingen en/of idealiseringen worden gemaakt? Wat zijn randvoorwaarden?

e. Kloppen de eenheden in formule?
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CSE (havo wiB, 2019-1)

Geluidssnelheid in zeewater benaderd met de formule van Wilson:

v = 1449,2 +4,623T — 0,0546T% + 1,391 (Z-35) + D/60,

met v geluidssnelheid in m/s; T watertemperatuur in 2C; Z het zoutgehalte van zeewater in
%o0; D waterdiepte in m.

Originele vragen:

Dode Zee met 337%o en Kaspische Zee met zoutgehalte van 12%o

a. Bereken bij gelijke watertemperatuur (T ) en gelijke waterdiepte (D) het verschil tussen de geluidssnelheid in
de Dode Zee en in de Kaspische Zee.

Watertemperatuur is onafhankelijk van de waterdiepte en het zoutgehalte. Daarom Z en D als constanten

beschouwen.

b. Bereken algebraisch de temperatuur in graden Celsius waarbij de geluidssnelheid in zeewater maximaal is.

Een onderzeeboot en een object bevinden zich op 20 meter diepte in zeewater van 10 2C met een zoutgehalte van

35%o0. De onderzeeboot zendt een geluidssignaal uit, dat door het object wordt teruggekaatst, en weer wordt

opgevangen na 12,45 sec.

c. Bereken hoe ver het object van de onderzeeboot verwijderd is.
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Bevragen van formule

Geluidssnelheid in zeewater benaderd met de formule van Wilson:

v = 1449,2 +4,623T - 0,0546T2% + 1,391 (Z-35) + D/60,

met v geluidssnelheid in m/s; T watertemperatuur in 2C; Z het zoutgehalte van

zeewater in %o0; D waterdiepte in m.

Interpretatievragen

a. Waar staat 1449,2 voor in de formule? En wat is de eenheid van 60?7 (na, wi)

De geluidssnelheid in zeewater is afhankelijk van een aantal factoren.

b. Beschrijf de invloed van elk van deze factoren op de geluidsnelheid m.b.v.

globale grafieken? (na, wi)

c. Verklaar vanuit natuurwetenschappen deze afhankelijkheden (na)

d. Wat zijn randvoorwaarden bij deze formule? (na)

De formule van Wilson kan ook geschreven worden in de vorm

v =-0,0546(T-...)*+....+1,391(Z-35)+1/60-D

e. Doe dat en zeg wat je in deze vorm beter kunt aflezen? (wi)

f. Waarom kun je je onderwater minder oriénteren op de richting waar het
cassiied 2 @@jUid-vandaan komt? (na)



Ontwerpprincipes voor lesmateriaal
Besteed aandacht aan interpreteren van formules en betekenis geven aan formule
Besteed aandacht aan bevragen van formules (welk verhaal vertellen formules?)
Gebruik gemeenschappelijk leermateriaal voor zowel wiskunde als natuurkunde les

Besteed aandacht aan structuur van formule, zowel wiskundig (opbouw vanuit basisfuncties) als
fysisch (symbolic forms)

Besteed aandacht aan redeneren met formules met oa functioneel denken en redeneren over
covariatie, link formule-grafiek, grensgevallen, en benaderingen

Besteed aandacht aan het herkennen en ordenen van formules, zowel vanuit wiskundig als vanuit
fysisch perspectief

Besteed aandacht aan de (cultuur)verschillen tussen beide vakken; oa gebruik van vaste letters
voor variabelen, verschillende typen formules (definitie, principes, experimenteel verband),
randvoorwaarden bij gebruik formules, basisformules bij bijv. exponentiele functies en
sinusfuncties, eenheden bij variabelen en ook bij parameters, constanten
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Nieuwe opdrachten gemaakt

Bespreek opdrachten in groepjes
Lees opdrachten (A tm E) en beoordeel (niet opdracht maken):
helemaal oneens=1 -2 — 3 -4 — 5= helemaal eens

Nuttig voor wiskundeles?
Nuttig voor samenhang wiskundeles en natuurkundeles?
Passend bij ontwerpprincipes?

Opmerkingen?

Classified as Internal | Intern
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A: Link tussen formules en grafieken in wiskunde en

natuurkunde lessen

1. In een container die gevuld is met water wordt op verschillende
diepten h (in meter) de totale druk p gemeten. Deze bestaat uit
twee componenten, de hydrostatistische druk en de druk van de
atmosfeer. Het verband tussen de totale druk en de diepte wordt
beschreven met de formule p = py + pgh, waarbij pg, p, g
positieve parameters met positieve waarden.

Welke grafiek geeft het verband tussen de totale druk en de diepte?
Geef toelichting. Verklaar dit verband natuurkundig.

a

C

i

Classified

2. Bij radioactief verval neemt het aantal deeltjes N
in de tijd af volgens de grafiek hieronder.

~N

N

t

Welke formule kan hierbij passen? A en N,
parameters met positieve waarden
Wat stellen A en N, in deze context voor?

™ ™0 Q O T8

N:NO
N=N0
_ No
Tt
— No
2
N:No'
N:No'
N=N0

A
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At



B. Concept image maken bij (bekende) formule

t

t
Hier zie je een voorbeeld van een mogelijk concept image bij de exponentiele functie N(t) = N(0) - (%) %, die de

afname van het aantal deeltjes beschrijft. Je ziet zowel wiskundige als natuurkundige kenniselementen.

Variabelen: \

Aantal deeltjes N(t), en t de tijd 1
Halveringstijd £, ;; N(t) = N{:ﬂ) ) (E)
M(0) begin aantal deeltjes

t
t1
z

‘ t grafiek

Kenmerken:

Veranderingsgedrag: Vaste groeifactor
Straling die afneemt Vaste halverings/verdubbelingstijd
Afnemende daling dus bij veel straling grote afname Omzetten groeifactor < groeipercentage,
bij weinig straling weinig afname verdubbelings/

Afnemenlfl_e da_lirlg dus _bij UEE-| s_tral'lng grote .y =b-g",

afname bij weinig straling weinig afname — ) B

) ) i met b beginwaarde en g groeifactor en ¥ = 109*
Verandering evenredig met aanwezige -
: Equivalent metlog(yv) = ax + b
hoeveelheid In (2)
1

N = Np- e~ en afleiding t;;; = -

Maak zelf een concept image bij:

1. Rendement van moto n - Enuttig/Ein Vd?‘jranderiniem;ezze;lig met aj:nwezige hoeveelheid
— =—c-NofA(t) = —c-]
2 Geluidsterkte LdB — 10 . logli S;Iossingvan differentiaalvergelijking dy/dt=c.y
0
3. Dichtheid p=m/V
4. Gravitatiekracht F, = GmM/r?
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C. Wat vertelt formule, na korte intro, over context?

2
Vb 1. Lorentzcontractie L = L /1 — v—z, L lengte bewegend
Cc

voorwerp, Ly lengte stilstaand voorwerp, v snelheid van bewegend
voorwerp, c lichtsnelheid. Wat vertelt deze formule over de lengte
van een bewegend voorwerp?

12
b ) il
Lorenlzcontractle L l)\ C

—
u ervarmen alhankelijh van
rwerpe J
heid van de wasrnemer

S5 —

—_—

2.P = fymgv + %cWApv3 met P het vermogen dat Schulting moet

leveren om een constante snelheid van v te schaatsen. Deze formule
bevat twee termen, een over wrijving en een over luchtweerstand.
Wat vertelt deze formule over de rol van de snelheid in beide
termen?
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D. Bevragen van onbekende formules met Romer-vragen
RZ

(R+h)?’

1. Gravitatiekracht F; =m - g - met m massa voorwerp, R de straal planeet, h hoogte boven

oppervilak van planeet.

a. Beredeneer of F toe of afneemt als h groter wordt? Verklaar.

2

(R+h)2? En wat zijn de eenheden hiervan?

c. Leg uit waarom deze formule benaderd kan worden met F=mg?

b. Wat is de betekenis van
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E. Categoriseren van natuurkundige formules op basis van wiskundige structuur of op
basis van natuurkundige context

a. Categoriseer onderstaande natuurkundige formules naar wiskundige basis-functies: evenredig, lineair,
kwadratisch, omgekeerd evenredig, a/x?, wortel, logaritme, e-macht, dalende e-macht, exponentieel,
machtsfunctie, sinus. Geef ook bij iedere categorie een prototypische standaardformule (bijv. y=ax bij
evenredig)

b. Categoriseer dezelfde formules maar nu naar natuurkundige context: geef aan welke formules bij min
of meer dezelfde context horen. Beschrijf ook deze context.

t

N = NO(%)E; N = NOBM;N =b - g*; Ef = %} F, =Bqu,P =Fv,P = %’Ef = hf; AmaxT = ky; I = %;

In(2) RA 2TA U
——Np =—;v =—] ==
t1/2 [ 7 Tmax T ’ R’

Eg:GT—ZM;Fel_fQQT —2nf —ZnI LZ,l—(Zn—l)/l

T = 277\/%; P = 0AT*p = m/V;s; = 2at’; E, = %Cuz; E, = %mvz;A =
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Bespreking
Ontwerpprincipes Besteed aandacht aan

NUtti les? interpreteren van formules en betekenis geven
uttig voor wi-les-

Nuttig voor samenhang? bevragen van formules (verhaal formules?)

Passend bij . gemeenschappelijk leermateriaal voor wi en na
fA i 2 . . .

ontwerpprincipes: structuur van formule (opbouw vanuit basisfuncties en

Opmerkingen? symbolic forms

redeneren met formules (functioneel denken,
covariatie, link formule-grafiek, grensgevallen, en
benaderingen)

herkennen en ordenen van formules (wi en na)

(cultuur)verschillen
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Bedank voor jullie aandacht en meedenken
Verder meedenken over deze problematiek?

koppmgm@iclon.leidenuniv.nl
of H.M.C.Eijkelhof@uu.nl
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Set vragen voor bevragen van formules:
Aard van de formule

e soort formule: definitie, fundamentele wet, experimenteel of theoretisch bepaald?
Randvoorwaarden voor de geldigheid van de formule?

Type formule

Welke grootheden spelen een rol?

Welke grootheden mis je in de formule?

Benoem de afhankelijke en onafhankelijke grootheden met hun eenheden
Welke constanten en parameters spelen een rol? Wat zijn hun eenheden?
Kloppen de dimensies van de termen van de formule?

Manipuleren van de formule:

e Hoe verandert de formule als afhankelijke en onafhankelijke variabelen worden
verwisseld?
e \Wat betekent dat voor een grafiek?

e Limietgevallen: wat zegt de formule wanneer onafhankelijke grootheden zeer groot of zeer
klein worden gemaakt?

Classified as Internal | Intern
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