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Incommensurabiliteit



Definitie: Twee grootheden van dezelfde soort 𝑎 en 𝑏
worden commensurabel genoemd als er een derde 

grootheid c bestaat van het soort van de andere twee, 

zodat er natuurlijke getallen m en n bestaan, zodat 

𝑏 = 𝑚𝑐 en a = n𝑐.



Incommensurabiliteit

● Noodzakelijk voor het denken more geometrico
(met Archimedisch axioma)

● Tegenspraak met ‘Alles is getal’.





● ein.





Uitbreiding van getallensystemen

Dit is de “verkeerde” plaatje! Het zou zo moeten zijn:

De positieve reële getallen zijn niets anders dan 
alle denkbare verhoudingen.



Een stukje theorie over 

verhoudingen



Systematische ontwikkeling van 

de (positive) reële getallen
• Systematische (niet historische) theorie van verhoudingen 

gebaseerd op genetische principes geïnspireerd door Otto 
Toeplitz

• Vanuit zintuiglijke ervaringen worden de concepten logisch 
doorontwikkeld tot aan de moderne wiskunde.

• Cruciale problemen worden geproblematiseerd.

• Ontwikkeling van getallen en meetkunde hand in hand

• Conceptueel geconstrueerd, betekenisvol getalconcept 
zonder formalisme en niet via reeksen cijfers

• Perspectief in concrete onderwijssituaties

Otto Toeplitz (1949): Die Entwicklung der Infinitesimalrechnung – eine Einleitung 
in die Infinitesimalrechnung nach der genetischen Methode.



Wanner zijn verhoudingen gelijk?

Laat a en b hoeveelheden van hetzelfde type zijn en 
laat A en B hoeveelheden van hetzelfde, maar 
mogelijk van verschillende type als a en b zijn.

Definieer a:b = A:B, desda voor alle natuurlijke getallen 
p en q geldt:

Eudoxos [Euclides, Elementen Boek V, Definitie 5]
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Drie normatieve eisen

1) Axioma van Archimedes

2) Bestaan van de vierde gelijkvormige

3) Volledigheid





Byrne



Gelijkvormigheid van 

driehoeken



Cruciaal voorbeeld:

Stelling: Twee driehoeken of twee parallellogrammen
van dezelfde hoogte verhouden zich tot elkaar op 
Dezelfde manier als hun basissen zich tot elkaar 
verhouden.

(Boek VI, Propositie 1)

q times p timeskeer keer





Gelijkvormigheid

Stelling: De hoeken van twee driehoeken zijn gelijk desda 
de overeenkomstige zijdeverhoudingen hetzelfde zijn.

(Boek VI, Propositie 2)
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Gelijkvormigheid

Stelling: De hoeken van twee driehoeken zijn gelijk desda 
de overeenkomstige zijdeverhoudingen hetzelfde zijn.

(Boek VI, Propositie 2)





Bestaan ​​van de vierde 

gelijkvormige



De vierde gelijkvormige

Gegeven een verhouding van grootheden (van dezelfde 

soort) 𝑎 en 𝑏 en een willekeurige grootheid 𝐶.

De vierde gelijkvormige is de grootheid 𝑋 zodanig dat de 

verhouding 𝑋:𝐶 gelijk is aan de verhouding 𝑎:𝑏.

• Axioma van Archimedes: 𝑋 is uniek.

• Geen verschil meer tussen bereiken van grootheden.

• Opdelen van grootheden in een n-de deel.

× ×







6. Som:

d mit [8e:1e] = [d:56 cm]

7. Som:

[4,5 m:25 cm] = [18m:1m]=18:1



Laat er getallen zijn!



Voor 𝑎 en 𝑏, evenals voor c, is er een x zodanig dat

𝑎:𝑏=𝑥:𝑐.

Dit is een vermenigvuldiging!

Het antwoord is 𝑥 =
𝑎

𝑏
⋅ 𝑐.

Een verhouding kan worden vermenigvuldigd met 
een grootheid.

De vierde gelijkvormige



Verhouding keer grootheid.

where

Strekken door het bestaan ​​van de vierde gelijkvormige



Basisrekenkundige bewerkingen zijn 

geïnduceerd en goed gedefinieerd

Gegeven 𝑎: 𝑏 en 𝑐: 𝑑 . 

Schrijf 𝑎: 𝑏 = 𝑥: 𝑒 en 𝑐: 𝑑 = 𝑦: 𝑒 .

𝑎: 𝑏 + 𝑐: 𝑑 ≔ [𝑥 + 𝑦: 𝑒] (Optelling)

𝑎: 𝑏 ⋅ 𝑐: 𝑑 ≔ [ 𝑎: 𝑏 ⋅ 𝑐: 𝑑]] (Vermenigvuldiging).

Conclusie: Bij alle getallen – en vooral de irrationale –

kunnen we de wetten van de breuken gebruiken.



GESCHICHTE DER MATHEMATIK IM MITTELALTER
VON PROFESSOR A.P. JUSCHKEWITSCH
INSTITUT FÜR GESCHICHTE DER NATURWISSENSCHAFTEN UND TECHNIK
AN DER AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN DER UdSSR

Omar Chayyām (1048-1131)

Omar Khayyam (Perzisch) 

ʿOmar-e Ḫayyām of

ʿUmar-i Ḫayyām; Arabisch 

ʿUmar al-Ḫayyām ‘Umar de 

Tentenmaker’

… begreep verhoudingen als 

getallen en gebruikte

expliciet het bestaan ​​van de 

vierde gelijkvormige.

Adelaide Hanscom Leeson 
(1905, 1912)



NEWTON’S CONCEPTION OF CALCULATING 

WITH PROPORTIONS

"By number we understand, not so much 
a Multitude of Unities, as the abstracted 
Ratio of any Quantity, to another Quantity 
of the same Kind, which we take for Unity.

And this is threefold; integer, fracted, and
surd: An Integer is what is measured by 
Unity; a Fraction, that which a submultiple 
Part of Unity measures; and a Surd, to 
which Unity is incommensurable.” 

(1769, p. 2, emphasis in the original; Whiston's original Latin 
edition of Newton’s lecture notes stem from 1707) 



Isaac Newton

“Multiplication, properly so called, is that which is made 
by Integer, as seeking a new Quantity, so many Times 
greater than the Multiplicand, as the Multiplier is greater 
than Unity. 

But, for want of a better Word, that is also called 
Multiplication, which is made use of in Fractions and 
Surds, to find a new Quantity in the same Ratio, 
(whatever it be) to the Multiplicand, as the Multiplier has 
to Unity. 

Nor is Multiplication made only by abstract Numbers, but 
also by concrete Quantities, as by Lines, Surfaces, Local 
Motion, Weights, etc. as far as these being related to 
some known Quantity of their Kind, as to Unity, may 
express the Ratios of Numbers, and supply their Place.”





Bewijs van de rekenregels

Bewijs de volgende wetten voor vermenigvuldiging: 

𝑎: 𝑏 ⋅ 𝑏 = 𝑎

𝑎: 𝑏 ⋅ 𝑏: 𝑐 = 𝑎: 𝑐 .



Oplossing:

Bereken als volgt:

𝑎: 𝑏 ⋅ 𝑏 = 𝑥, waar

𝑥: 𝑏 = 𝑎: 𝑏. Dus 𝑥 = 𝑎 en 𝑎: 𝑏 ⋅ 𝑏 = 𝑎.

Bereken als volgt:

𝑎: 𝑏 ⋅ 𝑏: 𝑐 = 𝑎: 𝑏 ⋅ 𝑏: 𝑐 = [𝑥: 𝑐], waar

𝑥: 𝑏 = 𝑎: 𝑏. Dus 𝑥 = 𝑎 en 𝑎: 𝑏 ⋅ 𝑏 = 𝑎.



Deze bewijzen hebben axioma van Archimedes nodig

𝑎: 𝑏 ⋅ 𝑐 = 𝑐: 𝑏 ⋅ 𝑎

oftewel:

𝑎: 𝑏 = 𝑑: 𝑐 ⇔ 𝑎: 𝑑 = [𝑏: 𝑐]

en

𝑎: 𝑏 ⋅ 𝑐 + 𝑑 = 𝑎: 𝑏 ⋅ 𝑐 + 𝑎: 𝑏 ⋅ 𝑑 .



GESCHICHTE DER MATHEMATIK IM MITTELALTER
VON PROFESSOR A.P. JUSCHKEWITSCH
INSTITUT FÜR GESCHICHTE DER NATURWISSENSCHAFTEN UND TECHNIK
AN DER AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN DER UdSSR

Naṣīr al-Dīn al-Ṭūsī (1201 – 1274)

Beschouwde de 

verhoudingen als getallen.

Bewees de commutativiteit 

van vermenigvuldiging 

(“Euclides uitgave”)



Meetkundige foefjes



Gelijkvormigheid: 
2𝑠: 𝑑 = 𝑑: 𝑠.

𝑑: 𝑠 2 = 𝑑: 𝑠 ⋅ 𝑑: 𝑠

Er is geen betere berekening!

𝑑
𝑠 = 2𝑠: 𝑠 = 2.



Rekenen met verhoudingen van lengtes



Rechthoekige driehoek



Pythagoras



Cosinusregel

𝑏: 𝑐 ⋅ 𝑏 𝑎: 𝑐 ⋅ 𝑎

𝑐 = 𝑏: 𝑐 ⋅ 𝑏 + 𝑎: 𝑐 ⋅ 𝑎 − 𝑎: 𝑐 ⋅ 𝑏 cos 𝛾 − 𝑏: 𝑐 ⋅ 𝑎 cos 𝛾

𝑎: 𝑐 ⋅ 𝑏 𝑏: 𝑐 ⋅ 𝑎



𝑅 𝑎, 𝑏 : 𝑅 𝑒, 𝑒
= 𝑅 𝑎, 𝑏 : 𝑅 𝑎, 𝑒 ⋅ 𝑅 𝑎: 𝑒 : 𝑅 𝑒, 𝑒

= 𝑏: 𝑒 ⋅ [𝑎: 𝑒]



Verdere ontwikkeling

• Gregorius van St. Vincent pakt het 

onderwerp op.

• Descartes gebruikt de getallentheorie als

verhoudingen van grootheden indirect.

• Simon Stevin herkent irrationele getallen.

• Newton maakte de relatie duidelijk.

• …

• Richard Dedekind, David Hilbert, Otto 

Hölder, Fred Schuh…



Otto Hölder

Die Axiome der 
Quantität und die Lehre 

vom Mass.



Fred. Schuh



GESCHICHTE DER MATHEMATIK IM MITTELALTER
VON PROFESSOR A.P. JUSCHKEWITSCH
INSTITUT FÜR GESCHICHTE DER NATURWISSENSCHAFTEN UND TECHNIK
AN DER AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN DER UdSSR

Omar Chayyām (1048-1131)

Omar Khayyam heeft ook

een andere definitie gegeven

van de gelijkheid van 

verhoudingen:

Anthyphairetische defintie

Adelaide Hanscom Leeson 
(1905, 1912)



Stelling (Anthyphairetische defintie)

Gegeven twee grootheden 𝑎 = 𝑎0 en 𝑏 = 𝑎1, zodat het
Euclidisch algorithme natuurlijke getallen
𝑚0, 𝑚1, 𝑚2, … en 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … opleverd, zodat 𝑎0 = 𝑚0 ⋅
𝑎1 + 𝑎2 en verder

𝑎𝑘−1 = 𝑚𝑘 ⋅ 𝑎𝑘 + 𝑎𝑘+1voor 𝑘 = 2,3,4, … .

Als we een ander paar van natuurlijke getallen hebben
A = 𝐴0 and B = 𝐵1, zodat het Euclidisch algorithme
dezelfde naturlijke getallen 𝑚0, 𝑚1, 𝑚2, … opleverd, 
waarbij de grootheden 𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, … ontstaan zodat 𝐴0 =
𝑚0 ⋅ 𝐴1 + 𝐴2 en verder

𝐴𝑘−1 = 𝑚𝑘 ⋅ 𝐴𝑘 + 𝐴𝑘+1voor 𝑘 = 2,3,4, … .

Dan is 𝑎: 𝑏 = 𝐴:𝐵.



De mysterieuze hulplijn in Ptolemaeus



De mysterieuze hulplijn in Ptolemaeus

f = 𝑎: 𝑒 ⋅ 𝑐 + 𝑏: 𝑒 ⋅ 𝑑



Dank voor de aandacht


